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1.

a) Supposong.; rationnel. On fixen et on considre le mot: = 17 pourp un nombre premier tel que| > n.
Quel que soit le @coupage en trois motsv etw on aju| + |w| = p — k et|v| = k. On consiére alors la
longueur du moww'w : juv'w| = (p — k) + ki = p + k(¢ — 1). Pour la valeur dé = p + 1, on obtient le
motuv? 1w dont la longueur vayt(k + 1) qui n’est plus un nombre premier, donc plus dans le langage ; u
contradiction. On ené&buit donc qud.; n’est pas rationnel.

b) Supposons qué, rationnel. On fixen et on consiére le mot: = 0"10"*! € L,. Toute factorisation est de
la formeuv = 0"* avecv = 0' pour! > 0 etw = 0¥10"*! pourk > 0. Par application du lemme, le mot
on—k=lpok 17+ devraitétre dans le langage. Pour ce fairégli€n — k — [ +il + k+1 = n+ 1 doit toujours
étre \erifiee. Or, pour # 1 le motuv'w n'est plus dans le langage ; une contradiction. Onéduit donc que
L, n'est pas rationnel.

Autre preuve Supposong., rationnel. Alors, il existe un automate finetérministe4 ap états qui reconria
L,. En particulier, le mot = 07*110P*2 doit étre reconnu pad. Puisque la longueur de ce mamghsse le
nombre détats de 'automate, il existeenessairement uetatg sur lequel on passe plus d’'une fois pour le
préfixe 01, On a donc un chemin de longueuallant de Ietat initial de.4 vers I'étatq, suivi d’un circuit
de longueur; > 1 qui «boucle) sur I'etatg puis un chemin de longuetrtel quep + 1 = i + j + k suivi
d’'un chemin de longuey + 2 qui arrive dans uretat terminal. Comme est reconnu, la lecture du moti o

FIG. 1 — Parcours sur 'automai4 pour le motz.

on a supprird le circuit esttgalement acceptante. Il s’ensuit que le midt 1072 est reconnu. Or, puisque
1+ 7 < p, ce mot n’est pas dans le langage ; une contradiction. Lex@g, n’est donc pas rationnel.

c) Supposond.; rationnel. On fixen et on consiére le motz = a*b"c" avecO < k < n. Alors, pour la
factorisationu = ¢,v = a* etw = b"c?, le motuv’w devraitétre dans le langage pour toute valeui.dge qui
n’est pas le cas si on choisit= 0. Il en est de r@me pour la factorisation = o*~!, v = a'b™ etw = b»~™c",
puisque le facteur milieuéé ne donne plus un mot du langage. Enfin, pour la factorisation= o*, v = v™
etw = b" ™", par ieration du facteur milieu, on obtient un é&dent deh. Dans tous les cas on arrigeune
contradiction. On en&Huit donc qud.; n’est pas rationnel.



Autre preuve Supposond.; rationnel. Soit alord. = ab*c*, un langage rationnel. Puisquiieest rationnel et
L3 est suppos rationnel,L N Ly doit &tre rationnel par les pro@tes de dbture. OrL N Lz = ab™c" n'est
pas rationnelOn peutétre tené de s’aréter ici en se disant que la conéaation d’un langage rationnel et
d’'un langage non rationnel n’est pas rationnelle. Ce raisement est faux. En effet, il suffit de prendre la
concaénation de(a + b)* aveca™b™ qui est rationnelle IOn pourrait le montrer en utilisant le lemme ou un
raisonnement par automates. Dans les deux cas on obtiecbatradiction. On en&Huit queL; n’est pas
rationnel.

2.

a) Soitw € L. Alorsw = uvz avecu = ¢, v = aa etz le reste du motv. Dans ce casyv™z € L; donc
uwvtx € L. En ce qui concernev’z, le seul probdme peuttre|z|, = 0, maisL, aéte pievu exactement pour
ce cas.

Le cas @1 w est un mot dd., estévident.

b) Etudions l'intersectiord.Naab*c*. Si L est rationnel, alors I'intersection I'est aussi. Il estliade cemontrer
que cette intersectio{ ¢at’c’|j > 0}) n'est pas rationnelle par le lemme détbile.

c) Cet exercice nous permet d’apprer le lemme de &toilea sa juste valeur. En effet, ce n’est pas un outil de
preuve de rationnaht; si un langageaérifie les conditions, cela ne prouve rien du tout.

3.

a) Supposond.; rationnel. On fixen et on considre le motz = «™ pourm un caré tel quem > n. Soit
k la longueur de: dans un écoupage en trois mots v etw. On consi@re alors la longueur du mat/‘w :
luviw| = m + k(i — 1). Ainsi, pour que le lemme de la pompe sdérifié il faut que les nombres — &, m,
m+ k, m+ 2k, ... soient tous des c&s, c.a.d. une suite aritlatique infinie compa=e que de caés. Ceci est
impossible, car la difrence de deux ca@s sucésives croit, alors que la défences dans la suite aritbtique
est constante. En effet, congidns les deux termes s@ssives suivantes dans cette suitet: k2 etm+k?+k.
Si le premier est un caavr il est le care det = vm + k? > k, mais alors la dirence entre ce cé&ret le care
suivant(t + 1)? est d’au moingt > 2k. Donc le lemme ne peut pasre \érifié est ainsi; n’est pas rationnel.
b) Le plus simple est d'utiliser les proptes de dbture. En effet, si on fait la substitutiof{a) = a, f(b) = a
etf(c) =ealorsf(Ly) = L;. Donc siL, serait rationnel aloré; serait aussi, ce qui n’est pas le cas.



