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1. Numérotons leségles :
S —1aB A—5bAA
S —9 bA B —6 b
A —3 a B —7 bS
A—4aS B —gaBB

a) On a trois @rivations gauches. Toutes trois commencent$ar, aB —s aaBB —g aaaBBB mais
different ensuite

aaaBBB —¢ aaabBB —7 aaabbSB —1 aaabba BB

aaaBBB —7 aaabSBB —5 aaabbABB —3 aaabba BB

aaaBBB —g aaabBB —¢g aaabbB —g aaabba BB
puis se terminent de la@me marere aaabba BB —¢ aaabbabB —7 aaabbabbS —o aaabbabbbA —3 aaabbabbba
b) Comme pour la @rivation gauche, on a troi€dvations droites qui commencent de |@me margreS —
aB —g aaBB mais different ensuite
aaBB —7 aaBbS —o aaBbbA —j3 aaBbba —g aaaBBbba —7 aaaBbSbba —1 aaaBbaBbba —y
aaaBbabbba —¢ aaabbabbba
aaBB —7 aaBbS —9 aaBbbA —3 aaBbba —g aaaBBbba —¢ aaaBbbba —7 aaabSbbba —9o aaabbAbbba — 3
aaabbabbba
aaBB —g aaBaBB —7 aaBaBbS —y aaBaBbbA —3 aaBaBbba —¢ aaBabbba —g aaaBBabbba —g
aaaBbabbba —¢ aaabbabbba
¢) Un arbre syntaxique qui engendre le matibbabbba -
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Un parcours en profondeur gauche de cet arbre donneanation gauche ass@as, idem pour la droite. Ce
mot a en fait trois arbres syntaxiques, ce qui implique qugdanmaire est ambigu

Remarque : On observe que :

- la grammaire donee engendre I'ensemble des mots ayant autantqiee deb,
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- la variableA engendre I'ensemble des mots ayant exactemerdelplus que dé,
- la variableB engendre I'ensemble des mots ayant exactemeéntelplus que de.

2.
a) On peut partir du fait qué; = {a"b"|n > 0}c". Il suffit alors de trouver une variablé qui engendre
{a™"|n > 0}, et une variable” qui engendre-* pour engendrel.; par une variableS avec la egle :
S — AC.
Or on peut engendrer le langage (rationmglyia les 2 egles suivantesC' — ¢ | cC' et le langagga™b"|n >
0} via les 2 egles suivantesA — ab | aAb. On obtient :
N ={S,A,C},T ={a,b,c};SetP ={S — AC,A — ab| aAb,C — c | cC} qui engendre le langage
algebriqueL;.

b) L'id ée est de @river des mots dont leatbut est identiqua la fin, puisa un moment dorand’engendrer une
difféerence. A partir de ce moment, la seule contra@ntespecter est la paite la longueur. On obtient donc :
N={S,T,U},T ={a,b}; SetP ={S — aSa | bSb | aTb | bTa, T — c|aU |bU, U — aT | bT}
c) Le langageL; est I'union de 2 langaged,s; = {a't? | i # j}ct et Ly, = a™{b'c/ | i # j}. Soient les
variablesSs; et S3, qui engendrent respectivemehs; et Ls,, et la variableS; qui permet d’engendrer le
langage uniorl; via la regle :S3 — Ss3; | Ssa.

N = {53, 531, 532, T31, T32, A, B, C}, T = {CL, b, C}, Sg

53 — 531 ’ 532 T32 — nggC | bB | cC
p S31—>T310 A—>CLA|€

T31—>aT31b|aA]bB B-’bB’g

Sao — ATsy C—cCle

d) On peut utiliser le langage et la grammaire de I'exercice duffit de I'adapter, pour engendrara place
des mots contenant autant dejue deb les mots contenant soit plus deque deb, soit plus deb que dea.
Ainsi A (resp.B) engendre les mots ayants un edent de: (resp.b) et E engendre les mo#squilibrés. On
S—A|B E—aD|bC e
obtient:N ={S,A,B,E,C,D},T ={a,b},S,P{ A—aE|aA|EA C —a|aE|bCC
B —bE|bB|EB D —b|bE|aDD
e) Il suffit d’utiliser les egles qui permettent deéar des expressions rationnelles (comme dans la grammair
E—-TE|Tx|T
ETF).N ={E,T,F},T ={a,b,c,*,+,(,),e} ouerepesente, E P{ T — F+T|F
F— (E)|lalb]|c]|e

3.NotonsLg le langage engenémparsS et L le langage des mots vérifiant la proprete P(w) :
P(w) : tout prefixe dew a au moins autant deque deb.

Il s’agit de montrer qué.g = L.

e On montre d’abord que tout mat de Lg vérifie P(w), c.a.d.Ls C L, par induction sur la hauteur des
arbres syntaxiques. Pour les mots/deobtenus avec un arbre syntaxique de hauteur l=ji@u de hauteur
2 (i.e.a ouab) la propréte P(w) est vraie. Soit: un entier, supposonB(w) vraie pour tous les mots des
obtenus avec un arbre syntaxique de haute@riedire oveégalea n. Soitw un mot deL s obtenu avec un
arbre syntaxique de hauteuwr 1. Les arbres pouvant donnersont de I'un des 2 types suivants :
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ou Al est un arbre syntaxique de hautewret A2, A3 sont 2 arbres syntaxiques dont au moins 1 est de
hauteurn. Par hypotkse d’induction, les mots obtenaspartir de ces arbrerifient P(w). Il est alors
immédiat de erifier quew vérifie aussiP(w). Ainsi tous les mots dé ¢ veérifient P(w) et doncLg C L.

e Réciproquement, on montre que C Lg. Les mots del. sont exactement les mots tels que pour tout
préfixew’ dew on a:|v’|, — |w'|, > 0. Remarquons que tout mot decommence pat et qu’il y a 2 types
de mots dang :

1. les motsw tels que pour tout @fixew’ dew on a :|w'|, — |w'|, > 0 - ces mots €criventam, ou m
est un mot de.
2. les motsw tels que pour au moins 1gfixew’ on a :|w’'|, — |w'|, = 0. Soitv le plus court des f@fixes
w.w=ovv,0U:
- v € L (tout pefixe d’'un mot del. est aussi un mot dB) qui se termine paf (car|v|, — |v|, = 0),
et doncv = aub ouu € L (carv étant le plus petit mot du type 2wy est du type 1.)
- v € L, car|v|, — |v|, = 0 et quevd’ (i.e.w) est un mot dd..
On raisonne alors par induction sur la longueur des mots. des mots dd. de longueur 0 ou 1 sont bien
engendes par la grammaire. Saoitun entier, supposons que tous les motd.d#e longueur inérieure ou
eégalean sont obtenus par la grammaire. Soitin mot de longueur + 1 :
1. soit il est du type 1., i.ew = am ou m est un mot del. de longueum et donc engenér par la
grammaire, d’a en appliguant — a5, puis en @rivantS pour obtenirm, on obtientw a partir des.
2. soit il est du type 2., i.ev = aubv ouu,v € L sont de longueur irieurean et donc engenés par
la grammaire, en appliquast — aSbS, puis en @rivant le premielS pour obteniru et le deuxéme
S pour obtenir, on obtientw a partir des.

Donc tous les mots dé sont engendrs par la grammaire €t C Lg.
D’ou le réesultat.



