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1. On peut envisager plusieurs démarches pour répondre aux questions posées :
i) En repŕesentant graphiquement l’automate, on reconnait qu’il s’agit de l’automate non d́eterministe

construit de manière algorithmiquèa partir de l’expression rationnelle(a + b)⋆abb. Ceci nous permet
d’obtenir la grammaire :
N = {S}, T = {a, b}, S, P =

{

S → aS | bS | abb
}

ii) construction de la grammairèa partir de l’automate :

N = {S0, S1, S2, S3, S4, S5, S6, S7, S8, S9, S10}, T = {a, b}, S0, P =































S0 → S1 | S7 S5 → S6

S1 → S2 | S4 S6 → S1 | S7

S2 → aS3 S7 → aS8

S3 → S6 S8 → bS9

S4 → bS5 S9 → bS10

S10 → ε































Après suppression des renommages et desε-
productions :
N = {S0, S3, S5, S8, S9}, T = {a, b}, S0,

P =























S0 → aS3 | bS5 | aS8

S3 → aS3 | bS5 | aS8

S5 → aS3 | bS5 | aS8

S8 → bS9

S9 → b























Observons que les membres droits deS0, S3 etS5

sont identiques et peuventêtre identifíees. D’òu la
grammaire (sous forme normale de Greibach) :
N = {S0, S8, S9} T = {a, b}, S0

P =







S0 → aS0 | bS0 | aS8

S8 → bS9

S9 → b







Il est maintenant facile de conclure que le langage engendré est(a + b)⋆abb.
iii) troisi ème approche : d́eterminisation de l’automate de l’énonće.

On obtient : apr̀es renommage :
δ a b

→ {q0, q1, q2, q4, q7} {q1, q2, q3, q4, q6, q7, q8} {q1, q2, q4, q5, q6, q7}
{q1, q2, q3, q4, q6, q7, q8} {q1, q2, q3, q4, q6, q7, q8} {q1, q2, q4, q5, q6, q7, q9}

{q1, q2, q4, q5, q6, q7} {q1, q2, q3, q4, q6, q7, q8} {q1, q2, q4, q5, q6, q7}
{q1, q2, q4, q5, q6, q7, q9} {q1, q2, q3, q4, q6, q7, q8} {q1, q2, q4, q5, q6, q7, q10}

← {q1, q2, q4, q5, q6, q7, q10} {q1, q2, q3, q4, q6, q7, q8} {q1, q2, q4, q5, q6, q7}

δ a b

→ q0 q1 q2

q1 q1 q3

q2 q1 q2

q3 q1 q4

← q4 q1 q2

Ainsi la minimisation donne :
∼0 {q0, q1, q2, q3} {q4}
∼1 {q0, q1, q2} {q3} {q4}
∼2 {q0, q2} {q1} {q3} {q4}

et donc l’automate

δ a b

→ q0 q1 q0

q1 q1 q2

q2 q1 q3

← q3 q1 q0
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On peut ŕesoudre le système d’́equations suivant :














Z0 = ε + Z0b + Z3b

Z1 = Z0a + Z1a + Z2a + Z3a

Z2 = Z1b

Z3 = Z2b

d’où

{

Z1 = b⋆a + Z1b
⋆a

Z3 = Z1bb

D’où l’expression(b⋆a)+bb pour le langage. A partir de cette expression, on peut proposer la grammaire :

N = {S,A,B,C}, T = {a, b}, S, P =















S → Abb

A → AC | C
C → a | Ba

B → b | bB















Nous pouvons remarquer que nous obtenons des grammaires très diff́erentes.
Malheureusement, dès que le langage n’est pas rationnel, nous ne disposons pas d’outil pour vérifier que deux
grammaires engendrent le même langage. Un outil de ce genre ne peut pas exister ! Pour plus de d́etails sur
le sujet, nous vous orientons vers les ouvrages de la théorie de la calculabilit́e ou vers le cours optionnel de
calculabilit́e en ESSI2 (II).

2.
a) Comme toute sous-chaı̂ne de longueur au plus 5 doit contenir au moins un 0, on déduit que la distance entre
deux 0 consecutifs est au plus 4 d’où l’expression rationnelle
L = (ε + 1 + 11 + 111 + 1111) (0(ε + 1 + 11 + 111 + 1111))⋆ et la grammaire :

N = {S,A,B,C}, T = {0, 1}, S, P =

{

S → AB B → BC | ε
A → ε | 1 | 11 | 111 | 1111 C → 0A

}

Autre manìere de construire une grammaire pour ce langage : on considère le compĺementaire du langage,
i.e. le langage des mots ayant 11111 comme facteur qui a commeautomate fini (minimal). En passant au
compĺementaire, on obtient l’automate fini :

δ a b

→ q0 q0 q1

q1 q0 q2

q2 q0 q3

q3 q0 q4

q4 q0 q5

← q5 q5 q5

δ a b

←→ q0 q0 q1

← q1 q0 q2

← q2 q0 q3

← q3 q0 q4

← q4 q0

Et ceci permet de d́eduire la grammaire :

N = {S0, S1, S2, S3, S4}, , T = {0, 1}, S, P =























S0 → 0S0 | 1S1 | ε
S1 → 0S0 | 1S2 | ε
S2 → 0S0 | 1S3 | ε
S3 → 0S0 | 1S4 | ε
S4 → 0S0 | ε























b) De la d́efinition du langage, on déduit :

N = {S, V }, T = {a, b, c}, S, P =

{

S → aV b | aV c | bV a | bV c | cV a | cV b

V → ε | aV | bV | cV

}

On pouvait aussi passer par l’automate fini (déjà rencontŕe en d́ebut de semestre ...), d’où la grammaire :
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δ a b c

→ q0 q1 q2 q3

q1 q1 q4 q4

q2 q5 q2 q5

q3 q6 q6 q3

← q4 q1 q4 q4

← q5 q5 q2 q5

← q6 q6 q6 q3

N = {S0, S1, S2, S3, S4, s5, s6}
T = {a, b, c}
S

P =







































S0 → aS1 | bS2 | cS3

S1 → aS1 | bS4 | cS4

S2 → aS5 | bS2 | cS5

S3 → aS6 | bS6 | cS3

S4 → aS1 | bS4 | cS4 | ε
S5 → aS5 | bS2 | cS5 | ε
S6 → aS6 | bS6 | cS3 | ε







































3. a)La grammaire n’a pas l’air d’être lińeaire. La premìere chosèa faire est de la nettoyer. Nous supprimons
la variable improductiveF . On supprimeA non-accessible. On obtient :

N = {S,B,D,E,G}, T = {0, 1}, S, P =























S → 1B | 0E
B → 0D | 1S | 0 | 1
D → G | 1E
E → 0S | 1D | 0 | 1
G → 0B























La substitution deG rend la grammaire lińeaire, d’òu l’automate fini :

δ 0 1
→ q0 q1 q2

q1 {q0, q4} {q3, q4}
q2 {q3, q4} {q0, q4}
q3 q2 q1

← q4

b) Pour trouver l’expression régulìere on peut ŕesoudre un système associé à l’automate. Cependant ce
syst̀eme s’av̀ere être lourdà ŕesoudre. En effet, il est autrement plus simple de déterminiser et minimiser
d’abord l’automate fini, pour obtenir :

δ 0 1
→ q0 q1 q1

q1 q2 q2

← q2 q1 q1

Ainsi il est facile d’obtenir l’expression :L = ((0 + 1)2)
+.
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