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1. G = [V, T, P, S], avec
V = {S, (q0, Z, q0), (q0, Z, q1), (q0, X, q0), (q0, X, q1), (q1, Z, q0), (q1, Z, q1), (q1, X, q0), (q1, X, q1)},
T = {0, 1}, etP contenant les règles :
• Pour l’axiome

S → (q0, Z, q0) | (q0, Z, q1)
• A partir de la transition 1

(q0, Z, q0) → 1(q0, X, q0)(q0, Z, q0) | 1(q0, X, q1)(q1, Z, q0)
(q0, Z, q1) → 1(q0, X, q0)(q0, Z, q1) | 1(q0, X, q1)(q1, Z, q1)

• A partir de la transition 2
(q0, X, q0) → 1(q0, X, q0)(q0, X, q0) | 1(q0, X, q1)(q1, X, q0)
(q0, X, q1) → 1(q0, X, q0)(q0, X, q1) | 1(q0, X, q1)(q1, X, q1)

• A partir de la transition 3
(q0, X, q0) → 0(q1, X, q0)
(q0, X, q1) → 0(q1, X, q1)

• A partir de la transition 4
(q0, Z, q0) → ε

• A partir de la transition 5
(q1, X, q1) → 1

• A partir de la transition 6
(q1, Z, q0) → 0(q0, Z, q0)
(q1, Z, q1) → 0(q0, Z, q1)

En notantA = (q0, Z, q0) ; B = (q0, Z, q1) ; C = (q0, X, q0) ; D = (q0, X, q1) ; E = (q1, Z, q0) ; F =
(q1, Z, q1) ; G = (q1, X, q0) ; H = (q1, X, q1) nous obtenons :
N = {S,A,B,C,D,E, F,H}, T = {0, 1}, S
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S → A | B
A → 1CA | 1DE | ε
B → 1CB | 1DF

C → 0G | 1CC | 1DG

D → 0H | 1CD | 1DH

E → 0A
F → 0B
H → 1

Les variables productives sont :{A,H, S,D,E}, ce qui permet de supprimerB, C, F , G et nous obtenons :
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N = {S,A,D,E,H}, T = {0, 1}, S

P























S → A

A → 1DE | ε
D → 0H | 1DH

E → 0A
H → 1

Tous les variables sont accessibles. On peut supprimerA (renommage) et substituerH etE pour obtenir :
N = {S,D}, T = {0, 1}, S

P

{

S → 1D0S | ε
D → 01 | 1D1

D engendreLD = {1k01k+1 | k ≥ 0}, ainsi1D0 engendreL1D0 = {1k+101k+10 | k ≥ 0}. Ainsi, S engendre
L⋆

1D0.

2. L’automateà pile du TD pŕećedentétait :M = [{q0, q1, q2, q3}, {1, 2, +, =}, {Z,X, Y }, q0, ∅, Z, δ]
état lecture pile nouvelétat empiler
q0 1 Z q0 Y Z

q0 2 Z q0 Y XZ

q0 + Y q0 X

q0 1 X q0 Y X

q0 2 X q0 Y XX

q0 = Y q1 X

état lecture pile nouvelétat empiler
q1 1 X q3 −
q3 ε X q1 Y

q1 2 X q2 −
q2 ε X q3 −
q1 + Y q1 X

q3 ε Z q3 −
Quelle est la grammaire qui correspondà cet automatèa pile ?G = [V, T, P, S], avec
V = {S, Zi,j, Xi,j, Yi,j} où Zi,j désigne(qi, Z, qj), Xi,j désigne(qi, X, qj) et Yi,j désigne(qi, Y, qj). T =
{1, 2, +, =}, etP :

• Pour l’axiome
S → Z0,i pouri ∈ {0, 1, 2, 3}

• A partir de la transition 1
Z0,i → 1Y0,jZj,i pouri, j ∈ {0, 1, 2, 3}

• A partir de la transition 2
Z0,i → 2Y0,jXj,kZk,i pouri, j, k ∈ {0, 1, 2, 3}

• A partir de la transition 3
Y0,i → +X0,i pouri ∈ {0, 1, 2, 3}

• A partir de la transition 4
X0,i → 1Y0,jXj,i pouri, j, k ∈ {0, 1, 2, 3}

• A partir de la transition 5
X0,i → 2Y0,jXj,kXk,i pouri, j, k ∈ {0, 1, 2, 3}

• A partir de la transition 6

Y0,i → = X1,i pouri ∈ {0, 1, 2, 3}
• A partir de la transition 7

X1,3 → 1
• A partir de la transition 8

X3,i → Y1,i pouri ∈ {0, 1, 2, 3}
• A partir de la transition 9

X1,2 → 2
• A partir de la transition 10

X2,3 → ε

• A partir de la transition 11
Y1,i → +X1,ipouri ∈ {0, 1, 2, 3}

• A partir de la transition 12
Z3,3 → ε

Les variables productives sont :{S,X0,2, X0,3, X1,2, X1,3, X2,3, X3,2, X3,3, Y0,2, Y0,3, Y1,2, Y1,3, Z0,3, Z3,3} :
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N = {S,X0,2, X0,3, X1,2, X1,3, X2,3, X3,2, X3,3, Y0,2, Y0,3, Y1,2, Y1,3, Z0,3, Z3,3}, T = {1, 2, +, =}, S

P































































































S → Z0,3

Z0,3 → 1Y0,3Z3,3 | 2Y0,2X2,3Z3,3 | 2Y0,3X3,3Z3,3

Y0,2 → +X0,2 | = X1,2

Y0,3 → +X0,3 | = X1,3

X0,2 → 1Y0,3X3,2 | 2Y0,2X2,3X3,2 | 2Y0,3X3,3X3,2

X0,3 → 1Y0,2X2,3 | 1Y0,3X3,3 | 2Y0,2X2,3X3,3 | 2Y0,3X3,2X2,3 | 2Y0,3X3,3X3,3

X1,3 → 1
X3,2 → Y1,2

X3,3 → Y1,3

X1,2 → 2
X2,3 → ε

Y1,2 → +X1,2

Y1,3 → +X1,3

Z3,3 → ε
Toutes les variables sont accessibles. Après suppression desε-productions, des renommages et quelques sub-
stitutions :
N = {S,X0,2, X0,3, X3,2, X3,3, Y0,2, Y0,3}, T = {1, 2, +, =}, S

P







































S → 1Y0,3 | 2Y0,2 | 2Y0,3X3,3

Y0,2 → +X0,2 | = 2
Y0,3 → +X0,3 | = 1
X0,2 → 1Y0,3X3,2 | 2Y0,2X3,2 | 2Y0,3X3,3X3,2

X0,3 → 1Y0,2 | 1Y0,3X3,3 | 2Y0,2X3,3 | 2Y0,3X3,2 | 2Y0,3X3,3X3,3

X3,2 → +2
X3,3 → +1

Après le renommageA = Y0,2, B = Y0,3, C = X0,2, D = X0,3, E = X3,2, F = X3,3 nous obtenons :
N = {S,A,B,C,D,E, F}, T = {1, 2, +, =}, S

P















S → 1B | 2A | 2BF A → +C | = 2
B → +D | = 1 C → 1BE | 2AE | 2BFE

D → 1A | 1BF | 2AF | 2BFF | 2BE E → +2
F → +1

On peut remarquer que cela se simplifie en
N = {S,A,B,C,D}, T = {1, 2, +, =}, S

P







S → 1B | 2A | 2B + 1 A → +C | = 2
B → +D | = 1 C → S + 2
D → 1A | S + 1 | 2B + 2

Et en simplifiant encore
N = {S,D}, T = {1, 2, +, =}, S

P

{

S → 1 = 1 | 2 = 2 | 2 = 1 + 1 | 2 + S + 2 | 1 + D | 2 + D + 1
D → S + 1 | 1 + S + 2 | 1 = 2 | 2 + D + 2 | 2 = 1 + 2

Il serait int́eressant de voir si elle estéquivalentèa celle du TD 11, mais on ne peut décider si deux grammaires
engendrent le m̂eme langage. En effet nous ne disposons pas de mécanisme pour v́erifier l’équivalence de deux
grammaires.
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