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1.

a) Supposond,; = {a’t/c* | i < j < k} algébrique, donc il existe du lemme. Soit = a"b" "2, Par le
lemmez s’écrit sous la formewwzxy. Soitp (resp.q etr) le nombre de: (resp.b etc) dansvz.

Fait: p = 0 our = 0 (a cause de la longueur dex).

On distingue les quatre cas suivants :

—q%Op—O [uvwalyl, —net|uvwxy|b<nd0nCuvwxy¢L

q # 0, p7é0 r=0et Onc\uv wryl, —n+2€t\uv wx y\b>n—|—2d0n0uv wry & L.
—q:Op ]uvwxy]a2n+1et|uvwxy|b—n—|—1d0nCuvwx%
—q=0,p=0:7r#0(sinonvz = ) donc|ur’wz’y|. < n + 1 et|ur’wz y|b—n+1d0nCuv wa'y & L.

Donc L; n'est pas algbrique.

Preuve utilisant le lemme d’OgderSupposond.; = {a’t’c*
lemme d’Ogden. Soit = a"b"*'c"*2, avec les lettresa marquees. Soip (resp.q etr) le nombre de: (resp.

b et c) dansvz. Ainsi, nous avon® > 0. Par ailleurs, on remarque que:nni x ne peuvent contenir deux
lettres diferentes, sinon, avec> 1, uv'wz'y contient plusieurs alternances entre les types de lettres. Ains
nous avong = 0 ow = 0

—p#0,¢q=0: ws>n—+2et
—p#0,7r=0: uvaxy >n+2et

Donc L, n'est pas al§brique.

Autre preuve Supposons,; = {a't’c* | i < j < k} algébrique, donc il existe du lemme de Btoile. Soit
z = a"b"t "2, Par le lemme s’écrit sous la formewwxy. Soitp (resp.q etr) le nombre de: (resp.b etc)
dansvz. [uv'wz'y|, = n+ (i — )p, jw'wa'yl, = n+ 1+ (i — 1)q etjuw'wa'y|l. = n+ 2+ (i — 1)r. Pour
1=0,0nap >q>ret, pouri =2,p<q<r.Onadony = ¢ = r. Mais on doit avoipp = 0 ouq = 0,
sinon|vwz| > n+ 3. Doncp = ¢ = r = 0 = |vx| = 0, une contradiction.

1 doncuvdway & L.
2 doncuvdway & L.

uv3wx y

b) Supposond., = {a't/ | j = %} algébrique, donc il existe. du lemme de Btoile. Soitz = a"b"". Par
le lemmez s’écrit sous la formewwzy. Soitk (resp.l) le nombre de: (resp.b) dansvz. Comme on doit
avoir wv'wz'y € Ly, on doit avoirVi > 0 : ((n — k) + ik)*> = (n* — 1) + il, ce qui impliqueV: > 0 :
2kn + (i — 1)k? = [ ce qui estimpossible. Donk, n’est pas algbrique.

c) Supposond.; = {a*bkcl|k < | < 2k} algébrique, donc il existe du lemme de Btoile. Soitz = a™b"c"
Par le lemme: s’écrit sous la formewwwxy. Soitp (resp.q etr) le nombre de: (resp.b etc) dansvz.
Fait: p = 0 our = 0 (a cause de la longueur dex).

—r=0:|w?wr?yl, > nou |uv wx?y|, > n alors qudbuv wryl. =n donCuv wxy & Ls.
— r # 0:doncp = 0 et ainsi|uv®wzy|, = n et|ur’wz'y|. < n doncur®wz’y & Ls.

Donc L; n'est pas algbrique.

Preuve utilisant le lemme d’OgderBupposond.; = {a*bc! | k < | < 2k} algébrique, donc il existe du
lemme d’Ogden. Soit = a"b"c", avec les lettrea du debut de mot marcges. Soip (resp.q etr) le nombre
dea (resp.b etc) dansvz. Ainsi, nous avong > 0. Par ailleurs, on remarque queumi x ne peuvent contenir
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deux lettres diférentes, sinon, avec> 1, uv'wx'y contient plusieurs alternances entre les types de lettres
Ainsi nous avong = 0 our = 0.

— p#0,¢ = 0:uw w2’y contient moins de fois a en &te efuvway|, = n doncuv’waz'y & Ls.
— p#0,r = 0: uw?wz?y contienta™ ! en pefixe et seulement” en suffixe donaw?waz?y & Ls.

Donc L3 n'est pas algbrique.

d) L, = ¢*L;. Ce langage rappelle I'exemple du coutsiba fallu utiliser le lemme d’Ogden. On marque
toutes les lettres sauf lesen &te du mot: = c*a™b"*'¢"+2. On peut alorsautiliser la preuve de I'exercice 1
en raisonnant sur les lettres maegs.

Remarque :on aurait pu aussi utiliser le fait que Na*b*c* = L4, d’ou la conclusion ., n’est pas algbrique.

e) Ls = L Na*b*c*. On observe qué; = {a't/ck |i > jouj >k} = {a't/ |i > jicrUa*{b/cF | j >k}
ce qui prouve (c.f. propetés de dbture) que ce langagest alggbrique (I'intersection avea*b*c* ne sert que
pour le tri des lettres).

f) Supposond.s = {ww™'w | w € (a + b)*} algébrique. SoitR le langage rationnet*b*a*b*. Soit L =
L¢ N R, i.e. le langagga’v* a*b | i > 0, j > 0}. On montre donc quéj n’est pas algbrique. Supposons
L; algébrique, donc il existe: du lemme de Btoile. Soitz = a"b**a*"b". Par le lemmez = wvwzxy ou
z=ABCDavecA=a"B=b0"C =a*" D = b".

— vz contient une : comme|vwz| < n, vwz ne peut pas intersectada foisA et C. Ainsi uvwz’y ¢ Ly car

on supprime au moins undu coé AouducoeC. _ o
— vz contient unb : commejvwz| < n, vwz Ne peut pas intersectara fois B et D. Ainsi uvwz’y ¢ L car

on supprime au moins undu cog B ou du coé D.
Donc L n'est pas algbrique etls n'est pas algbrique.

9) Lr={w € (a+b+ )" : |w|,=|w|y=|w]|.}. SOt R = a*b*c* rationnel.L; N R = {a"b"c" : n > 0} est
non algebrique. Dond., n'est pas al§brique.



0 1 0 2 0 1 1
=1 Z U Z S Z U U
2 e S S LA R R
i=3 k=1 : . S . :
k=2 : § i § §
- - S _ N
j=4 k=1 - - - -
k=2 . . . .
k=3 x x ; x
- - V] -
=5 k=1 - 5 :
k=2 § § §
k=3 - - -
k=4 - - -
2. - S :
=6 k=1 - -
k=2 - -
k=3 - -
k=4 - -
k=5 : ;
=7 k=1 :
k=2 -
k=3 -
k=4 -
k=5 -
k=6 -

D’oli: 0102011 & L(G).

Remarque : Ce iésultat n’est pas surprenant; la grammaire engeh@t8 = {w2w'{w € (0 + 1)*}.
Ainsi, les variables @signent :

— S - les palindromes impairs s§f), 1} avec2 comme gparateur de milieu.

— Y - les palindromes impairs sy, 1} avec2 comme &parateur de milieu, suivis d’un

— V - les palindromes impairs s{if), 1} avec2 comme g&parateur de milieu, suivis d'un

— 7 -0 (comme £ro).

— U -1 (comme un).

On peut erifier ainsi les esultats du tableau de I'algorithme CYK.
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D'ou: 01211 € L(G).

Remarque :La grammaire engendre le corépientaire du langage de I'exercic&grdent.
Ainsi, les variables @signent :

— S - les mots non palindromes impairs U, 1} avec2 comme gparateur de milieu.
— Y - les mots de5, suivis d’'unl.

— V - les mots de5, suivis d’un0.

— W - mots quelconges, qui ne se terminent pas pdr.un

— X - mots quelconges, qui ne se terminent pas par.un

— L - mots quelconges, non vides.

— 7 -0 (comme £ro).

— U -1 (comme un).

— D -2 (comme deux).

On peut erifier ainsi les esultats du tableau de I'algorithme CYK.



