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1.
a) SupposonsL1 = {aibjck | i < j < k} algébrique, donc il existen du lemme. Soitz = anbn+1cn+2. Par le
lemmez s’écrit sous la formeuvwxy. Soitp (resp.q et r) le nombre dea (resp.b et c) dansvx.
Fait : p = 0 ou r = 0 (à cause de la longueur devwx).
On distingue les quatre cas suivants :
– q 6= 0, p = 0 : |uv0wx0y|a = n et |uv0wx0y|b ≤ n doncuv0wx0y 6∈ L1.
– q 6= 0, p 6= 0 : r = 0 et donc|uv2wx2y|c = n + 2 et |uv2wx2y|b ≥ n + 2 doncuv2wx2y 6∈ L1.
– q = 0, p 6= 0 : |uv2wx2y|a ≥ n + 1 et |uv2wx2y|b = n + 1 doncuv2wx2y 6∈ L1.
– q = 0, p = 0 : r 6= 0 (sinonvx = ε) donc|uv0wx0y|c ≤ n + 1 et |uv0wx0y|b = n + 1 doncuv0wx0y 6∈ L1.
DoncL1 n’est pas alǵebrique.
Preuve utilisant le lemme d’Ogden :SupposonsL1 = {aibjck | i < j < k} algébrique, donc il existen du
lemme d’Ogden. Soitz = anbn+1cn+2, avec les lettresa marqúees. Soitp (resp.q et r) le nombre dea (resp.
b et c) dansvx. Ainsi, nous avonsp > 0. Par ailleurs, on remarque que niv ni x ne peuvent contenir deux
lettres diff́erentes, sinon, aveci > 1, uviwxiy contient plusieurs alternances entre les types de lettres. Ainsi
nous avonsq = 0 ou r = 0.
– p 6= 0, q = 0 : |uv3wx3y|a ≥ n + 2 et |uv3wx3y|b = n + 1 doncuv3wx3y 6∈ L1.
– p 6= 0, r = 0 : |uv3wx3y|a ≥ n + 2 et |uv3wx3y|c = n + 2 doncuv3wx3y 6∈ L1.
DoncL1 n’est pas alǵebrique.
Autre preuve. SupposonsL1 = {aibjck | i < j < k} algébrique, donc il existen du lemme de l’́etoile. Soit
z = anbn+1cn+2. Par le lemmez s’écrit sous la formeuvwxy. Soitp (resp.q et r) le nombre dea (resp.b et c)
dansvx. |uviwxiy|a = n + (i − 1)p, |uviwxiy|b = n + 1 + (i − 1)q et |uviwxiy|c = n + 2 + (i − 1)r. Pour
i = 0, on ap ≥ q ≥ r et, pouri = 2, p ≤ q ≤ r. On a doncp = q = r. Mais on doit avoirp = 0 ou q = 0,
sinon|vwx| ≥ n + 3. Doncp = q = r = 0 ⇒ |vx| = 0, une contradiction.

b) SupposonsL2 = {aibj | j = i2} algébrique, donc il existen du lemme de l’́etoile. Soitz = anbn2
. Par

le lemmez s’écrit sous la formeuvwxy. Soit k (resp.l) le nombre dea (resp.b) dansvx. Comme on doit
avoir uviwxiy ∈ L2, on doit avoir∀i ≥ 0 : ((n − k) + ik)2 = (n2 − l) + il, ce qui implique∀i ≥ 0 :
2kn + (i− 1)k2 = l ce qui est impossible. DoncL2 n’est pas alǵebrique.

c) SupposonsL3 = {akbkcl|k ≤ l ≤ 2k} algébrique, donc il existen du lemme de l’́etoile. Soitz = anbncn.
Par le lemmez s’écrit sous la formeuvwxy. Soitp (resp.q et r) le nombre dea (resp.b et c) dansvx.
Fait : p = 0 ou r = 0 (à cause de la longueur devwx).
– r = 0 : |uv2wx2y|a > n ou |uv2wx2y|b > n alors que|uv2wx2y|c = n doncuv2wx2y 6∈ L3.
– r 6= 0 : doncp = 0 et ainsi|uv0wx0y|a = n et |uv0wx0y|c < n doncuv0wx0y 6∈ L3.
DoncL1 n’est pas alǵebrique.
Preuve utilisant le lemme d’Ogden :SupposonsL3 = {akbkcl | k ≤ l ≤ 2k} algébrique, donc il existen du
lemme d’Ogden. Soitz = anbncn, avec les lettresa du d́ebut de mot marqúees. Soitp (resp.q et r) le nombre
dea (resp.b etc) dansvx. Ainsi, nous avonsp > 0. Par ailleurs, on remarque que niv ni x ne peuvent contenir
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deux lettres diff́erentes, sinon, aveci > 1, uviwxiy contient plusieurs alternances entre les types de lettres.
Ainsi nous avonsq = 0 ou r = 0.
– p 6= 0, q = 0 : uv0wx0y contient moins den fois a en t̂ete et|uv0wx0y|b = n doncuv0wx0y 6∈ L3.
– p 6= 0, r = 0 : uv2wx2y contientan+1 en pŕefixe et seulementan en suffixe doncuv2wx2y 6∈ L3.
DoncL3 n’est pas alǵebrique.

d) L4 = c?L1. Ce langage rappelle l’exemple du cours où il a fallu utiliser le lemme d’Ogden. On marque
toutes les lettres sauf lesc en t̂ete du motz = ckanbn+1cn+2. On peut alors ŕeutiliser la preuve de l’exercice 1
en raisonnant sur les lettres marquées.
Remarque :on aurait pu aussi utiliser le fait queL4∩a?b?c? = L1, d’où la conclusion :L4 n’est pas alǵebrique.

e) L5 = L̄1 ∩ a?b?c?. On observe queL5 = {aibjck | i ≥ j ou j ≥ k} = {aibj | i ≥ j}c? ∪ a?{bjck | j ≥ k}
ce qui prouve (c.f. propriét́es de cl̂oture) que ce langageest alǵebrique (l’intersection aveca?b?c? ne sert que
pour le tri des lettres).

f) SupposonsL6 = {ww−1w | w ∈ (a + b)?} algébrique. SoitR le langage rationnela?b?a?b?. Soit L′
6 =

L6 ∩ R, i.e. le langage{aib2ja2ibj | i ≥ 0, j ≥ 0}. On montre donc queL′
6 n’est pas alǵebrique. Supposons

L′
6 algébrique, donc il existen du lemme de l’́etoile. Soitz = anb2na2nbn. Par le lemme,z = uvwxy ou

z = ABCD avecA = an B = b2n C = a2n D = bn.
– vx contient una : comme|vwx| ≤ n, vwx ne peut pas intersecterà la foisA etC. Ainsi uv0wx0y 6∈ L′

6 car
on supprime au moins una du cot́eA ou du cot́eC.

– vx contient unb : comme|vwx| ≤ n, vwx ne peut pas intersecterà la foisB etD. Ainsi uv0wx0y 6∈ L′
6 car

on supprime au moins unb du cot́eB ou du cot́eD.
DoncL′

6 n’est pas alǵebrique etL6 n’est pas alǵebrique.

g) L7 = {w ∈ (a + b + c)? : |w|a = |w|b = |w|c}. SoitR = a?b?c? rationnel.L7 ∩ R = {anbncn : n ≥ 0} est
non alǵebrique. DoncL7 n’est pas alǵebrique.
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2.

0 1 0 2 0 1 1
j=1 Z U Z S Z U U
j=2 k=1 - - - W - -
j=3 k=1 - - S - -

k=2 - - - - -
- - S - -

j=4 k=1 - - - -
k=2 - - - -
k=3 - - V -

- - V -
j=5 k=1 - S -

k=2 - - -
k=3 - - -
k=4 - - -

- S -
j=6 k=1 - -

k=2 - -
k=3 - -
k=4 - -
k=5 - V

- -
j=7 k=1 -

k=2 -
k=3 -
k=4 -
k=5 -
k=6 -

-

D’où : 0102011 6∈ L(G).

Remarque :Ce ŕesultat n’est pas surprenant ; la grammaire engendreL(G) = {w2w−1|w ∈ (0 + 1)?}.
Ainsi, les variables d́esignent :
– S - les palindromes impairs sur{0, 1} avec2 comme śeparateur de milieu.
– Y - les palindromes impairs sur{0, 1} avec2 comme śeparateur de milieu, suivis d’un1.
– V - les palindromes impairs sur{0, 1} avec2 comme śeparateur de milieu, suivis d’un0.
– Z - 0 (comme źero).
– U - 1 (comme un).
On peut v́erifier ainsi les ŕesultats du tableau de l’algorithme CYK.
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3.

0 1 2 1 1
j=1 L,S,Y,X,Z L,S,U,V,W L,D,W,X L,S,U,V,W L,S,U,V,W
j=2 k=1 L,S,V,W L,S,W,X L,S,W L,S,V,W
j=3 k=1 L,S L L,S

k=2 W,X V,W V,W
L,S,W,X L,S,V,W L,S,V,W

j=4 k=1 L,S L,S
k=2 - -
k=3 V,W W

L,S,V,W L,S,W
j=5 k=1 L,S

k=2 -
k=3 -
k=4 V,W

L,S,V,W

D’où : 01211 ∈ L(G).

Remarque :La grammaire engendre le complémentaire du langage de l’exercice préćedent.
Ainsi, les variables d́esignent :
– S - les mots non palindromes impairs sur{0, 1} avec2 comme śeparateur de milieu.
– Y - les mots deS, suivis d’un1.
– V - les mots deS, suivis d’un0.
– W - mots quelconqes, qui ne se terminent pas par un0.
– X - mots quelconqes, qui ne se terminent pas par un1.
– L - mots quelconqes, non vides.
– Z - 0 (comme źero).
– U - 1 (comme un).
– D - 2 (comme deux).
On peut v́erifier ainsi les ŕesultats du tableau de l’algorithme CYK.
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