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1. Tout mot de longueur 7 a au moins :

1. 1 facteur de longueur 0

2. 1 facteur de longueur 1

3. 1 facteur de longueur 2
...

8. 1 facteur de longueur 7

Ces facteurs sont 2̀a 2 différents, donc tout mot de longueur 7 au moins 8 facteurs. Or il existe 3 mots ayant
effectivement 8 facteurs, par exemple :aaaaaaa. Tout mot de longueur 7 a au plus :

1. 1 facteur de longueur 0

2. 3 facteurs de longueur 1 (car l’alphabet a 3 lettres)

3. 6 facteurs de longueur 2 (celui qui commence en position 1, celui qui commence en position 2, . . . )

4. 5 facteurs de longueur 3 (idem)

5. 4 facteurs de longueur 4 (idem)

6. 3 facteurs de longueur 5 (idem)

7. 2 facteurs de longueur 6 (idem)

8. 1 facteur de longueur 7 (idem)

Un mot de longueur 7 a donc au plus 25 facteurs, et ce nombre est atteint si ces facteurs peuventêtre 2à
2 différents. Or il existe des mots pour lesquels c’est possible et donc ayant effectivement 25 facteurs, par
exemple :v = abcacba. En effet, pourv les facteurs de longueur 2 sont 2à 2 différents ce qui implique que
tous les facteurs (de longueur au moins 2) sont 2à 2 différents.
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Oui : distributivit́e de la concaténation par rapport̀a l’union.
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et donc un ensemble non-vide.
c)La distributivit́e de la concaténation par rapport̀a l’union assure que la première égalit́e est vraie. La
deuxìemeégalit́e est fausse (car déjà fausse pŕećedemment !). On peut en donner un autre contre-exemple :
L = {a, b, bc} et M = {a, c}. En effet, il est imḿediat que(L+ ∩M?) = a+. Et doncabc 6∈ L+(L+ ∩M?),
alors queabc appartient̀aL+L+ ∩ L+M?.

3.
a) C’est le nombre d’applications d’un ensembleàp éléments dans un ensembleàn éléments, i.e.np.
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b) Il y a (n− 1)p mots de longueurp ne contenant pas la lettrea, donc il y anp − (n− 1)p mots de longueur
p contenant la lettrea.
c) Il y p possibilit́es pour inśerer une (unique) lettrea dans un mot de longueurp− 1 ne contenant pas de lettre
a, d’où p× (n− 1)p−1 mots contenant exactement une occurrence de la lettrea.
d) On prend toutes les partiesà q éléments de l’ensemblèap éléments des positions dans un mot de longueur
p (c’estCq

p). Cesq positions choisies sont celles desa, il resteà mettre ailleurs un mot quelconque (sansa) de
longueurp− q, d’où Cq

p × (n− 1)p−q mots ayant exactementq occurrences dela lettrea.
e) Appelonssp le nombre de mots de longueurp où chacune des 3 lettres de l’alphabet apparaı̂t au moins
une fois (on peut voirsp comme le nombre de surjections d’un ensembleà p éléments dans un ensembleà 3
éléments). Notons partp le nombre de mots de longueurp où chacune des 2 lettres d’un alphabet apparaı̂t au
moins une fois et parup le nombre de mots de longueurp où l’unique lettre d’un alphabet de taille 1 apparaı̂t
au moins une fois. Il y a3p mots de longueurp (sur un alphabet̀a 3éléments{a, b, c}), et on a la relation :

sp = 3p − (3tp + 3up).

En effet, parmi les mots de longueurp il faut enlever :
– les motśecrits avec exactement 2 lettres (il y a 3 possibilités pour prendre ces ensembles de 2 lettres)
– les motśecrits avec exactement 1 lettre (il y a 3 possibilités pour prendre ces ensembles de 1 lettre)
Il resteà calculertp etup et on a :
tp = 2p − 2up et
up = 1
Ce qui donne :sp = 3p − 3× 2p + 3

4. Consid́erant un alphabet̀a n lettres comme un ensemble de chiffres représentant les entiers de 1à n, tout
mot deΣ+ est alors l’́ecriture d’un entier en basen. Il y a donc une injection deΣ+ (et donc deΣ∗) versN,
d’où Σ∗ est d́enombrable.

5. Non. En effet, siL est vide ouL est{ε}, alorsL∗ est{ε}.

6. D’une part tout mot deL∗ est de longueur paire. D’autre part tout mot de longueur paire se factorise par
paquets de 2 lettres et chacun de ces paquets est dansL, donc tout mot de longueur paire est dansL∗. La
concat́enation de 2 mots de longueur impaire est un mot de longueur paire, on ne peut donc pas avoir un
langageX∗ ne contenant que des mots de longueur impaire.
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