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1. Tout mot de longueur 7 a au moins :
1. 1 facteur de longueur 0
2. 1 facteur de longueur 1
3. 1 facteur de longueur 2

8. 1 facteur de longueur 7

Ces facteurs sont 2 2 differents, donc tout mot de longueur 7 au moins 8 facteurs. Or il existe 3 mots aya
effectivement 8 facteurs, par exemplezaaaaa. Tout mot de longueur 7 a au plus :

1. 1 facteur de longueur 0

3 facteurs de longueur 1 (car I'alphabet a 3 lettres)

6 facteurs de longueur 2 (celui qui commence en position 1, celui qui commence en position 2, ...)
5 facteurs de longueur 3 (idem)

4 facteurs de longueur 4 (idem)

3 facteurs de longueur 5 (idem)

2 facteurs de longueur 6 (idem)
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1 facteur de longueur 7 (idem)

Un mot de longueur 7 a donc au plus 25 facteurs, et ce nombre est atteint si ces facteurs gteenzmt

2 différents. Or il existe des mots pour lesquels c’est possible et donc ayant effectivement 25 facteurs,
exemple w = abcacba. En effet, poun les facteurs de longueur 2 sond2 differents ce qui implique que
tous les facteurs (de longueur au moins 2) soatdifferents.

2.

b) LF(L*ULy) = Ly L* U LT L}

Oui : distributivite de la conc&nation par rappo# I'union.

LE(LinLy) =L nLL;

Non : car(L{ NLy) = @ etdoncL{ (L{ N L) = (. Par ailleurs, comme e L, ona:LyLiNLTLy C LTLT

et donc un ensemble non-vide.

c)La distributivitt de la conc&mnation par rappor&d I'union assure que la preare égalie est vraie. La
deuxemeégali€ est fausse (carégh fausse graeedemment!). On peut en donner un autre contre-exemple
L ={a,b,bc} et M = {a,c}. En effet, il estimnédiat que(L*t N M*) = ™. Et doncabe ¢ LT (Lt N M*),
alors quexbc appartiena L™ LT N LT M*,

3.
a) C’est le nombre d’applications d’'un ensemblg €lements dans un ensemble elements, i.en?.
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b) lly a (n — 1)? mots de longueup ne contenant pas la letteg donc il y an? — (n — 1)? mots de longueur
p contenant la lettre.

c) Il'y p possibili€és pour ingrer une (unique) lettre dans un mot de longuepr— 1 ne contenant pas de lettre
a,d’olip x (n — 1)?~! mots contenant exactement une occurrence de la lettre

d) On prend toutes les parti@s; €lements de I'ensembkep eléments des positions dans un mot de longueur
p (c’estC}). Cesq positions choisies sont celles desl restea mettre ailleurs un mot quelconque (sahsle
longueurp — ¢, d’ou Cf x (n —1)P~7 mots ayant exactemeqtccurrences dela lettre

e) Appelonss, le nombre de mots de longueprou chacune des 3 lettres de I'alphabet apjaaa moins
une fois (on peut vois, comme le nombre de surjections d’'un ensengetlements dans un ensemiles
élements). Notons pay, le nombre de mots de longuepiou chacune des 2 lettres d’un alphabet apipana
moins une fois et pai, le nombre de mots de longuepou 'unique lettre d’'un alphabet de taille 1 appidra
au moins une fois. Il y 8 mots de longueup (sur un alphabet 3éléments{a, b, c}), et on a la relation :

sp =37 — (3t, + 3u,).

En effet, parmi les mots de longueuil faut enlever :

— les mot<crits avec exactement 2 lettres (il y a 3 possislipour prendre ces ensembles de 2 lettres)
— les motcrits avec exactement 1 lettre (il y a 3 possiédipour prendre ces ensembles de 1 lettre)

Il restea calculert, etu, etona:

t, = 2P — 2u, et

u, =1

Cequidonnes, =3" — 3x27 4+ 3

4. Consicerant un alphabein lettres comme un ensemble de chiffres ésmntant les entiers dealn, tout
mot deX " est alors lecriture d'un entier en base Il y a donc une injection d&* (et donc dex*) versN,
d’ou X* est cecnombrable.

5. Non. En effet, siL est vide ouL est{c}, alorsL* est{c}.

6. D’une part tout mot dd.* est de longueur paire. D’autre part tout mot de longueur paire se factorise p:
paquets de 2 lettres et chacun de ces paquets est/dalmc tout mot de longueur paire est ddris La
concaénation de 2 mots de longueur impaire est un mot de longueur paire, on ne peut donc pas avoi
langageX™ ne contenant que des mots de longueur impaire.



