ESSI I'®année Anree 2004-2005
Informatique th éorique Langages Formels et Automates

Automates finis deterministes

Corrig € partiel de la feuille de travaux dirigés rf2
3 mars 2005

1.

c) On noteL 4 (i, j) ou simplemend.(i, j), le langage reconnu par 'automatesn prenant Btati commeétat
initial et I' état; commeétat terminal. On a alo@& trouver le langagé(1, 1) et le langagd.(1, 6).
ClairementL(1,1) = {a, b}*.

PourL(1,6),ona:

L(1,6) = {a,b}*cL(2,2)c{a,b}*.

Il restea trouverL(2, 2), pour cela on montre par induction sur la longueur des mots (en traitant siérakan
les 4 ensembles suivants) g :

L(2,2) = ensemble des mots s{u, b} dont le nombre de est pair et le nombre deest pair

L(2,3) = ensemble des mots s{u, b} dont le nombre de est impair et le nombre deest pair

L(2,5) = ensemble des mots s{i, b} dont le nombre de est pair et le nombre deest impair

L(2,4) = ensemble des mots s{u, b} dont le nombre de est impair et le nombre deest impair.

En effet, il estimnédiat que s{P) est vraie pour tous les mots de longueuefidure strictemerdn, alors(P)
devient vraie pour tous les mots de longueuéridure ouegalean. Et ceci pour tout: > 1. Par ailleurs on
vérifie que(P) est vraie pour les mots de longueur 0 ou 1.

En fait, comme les mots dB(2,2) sont tous de longueur paire, on peut coasél que les lettres “arrivent”
par couples. Ainsi on passe d’'un automate de quatiesa un automate autrement plus simple de detats
uniquement. De plus, le langage reconnu par celui-ceskid facilement :

L(2,2) = ((aa + bb) + ((ab + ba)(aa + bb)*(ab + ba))*

2.

b) Un mot quelconque a soit un nombre p&itat 0), soit un nombre impair dgétat 1). Ainsi on peut prendre
un automate ayant cestfats, |etat O est letat initial (en effet le mot vide contient un nombre pair (O)-jlet

I état 1 seratat terminal, la lecture de la lettedait changer cétat, la lecture de toute autre lettre boucle sur
I état a1 I'on est.

c) A chaque lecture d’une lettre, on regardean en est dans la lecture béa :
e:onarienludéaba;b:onalulalettreh; ba : onaluba; bab: on alubab; baba : on alubaba entier.

On a ainsi naturellement &tats, |etate est I'état initial et I'etatbaba estétat terminal. Les transitions se
deduisent “imnédiatement” de lintergatation de cegtats. Par exemple, deétate, une lecture de ou ¢
maintient dans Btate mais une lecture difait passer dansétats; de I'étatba, une lecture de ou c fait
passer dansétate, une lecture dé fait passer dansétatbab ; de I'étatbaba, une lecture de ou c fait passer
dans létate, une lecture dé fait passer dansétatbab.

d) On peut prendre les @mes Setats que dans la questiorepedente avec les @mesetats distingas (initial,
terminal). Les transitions seront le€mesSAUF partant de tatbaba ou le fait d’avoir “atteint” le mothaba
assure qu'il est facteur du mot lu et donc que maintenant quelque soient les lettres lues on boucktaur ce
“gagnant”.



FiG. 1 — Un automate quiponda 1.c)

e) et f) On peut reprendre I'automate de la questioagpdente en prenant comraéats terminaux, leétats
qui ne l'eétaient pas dans I'automad@ Attention, cette rathode pour trouver le congahentaire d’'un langage
ne fonctionne que si 'automate qui recoitda langagea compémenter est complet.

3.

Comme indigé dans [eEnon&, on considre que I'automate lit alternativement une lettre de chaque mot (er
commencant par le premier!). On peut alors “naturellement” construire un autoapatedanty la question
et ayant 7etats :

0. état (¢, ) : on a lu autant de lettres dans chacun des 2 mots etééiggs ainsi lus sorégaux

1. état (a, ) : on alu une lettre de plus dans le premier mot, cette lettre esetihormis cette derare lettre
le prefixe lu dans le premier mot et leédixe lu dans le deugime songégaux

2. état (a,b) : on a lu autant de lettres dans chacun des 2 mots, la&terlgttre du premier mot estalors
que la derriére lettre du deurime esb, et hormis cette derare lettre le pefixe lu dans le premier mot et le
préfixe lu dans le deugime sonégaux (on a donc alors: < v)

3.état (b,¢) : on a lu une lettre de plus dans le premier mot, cette lettre elsetihormis cette derare lettre
le prefixe lu dans le premier mot et legdixe lu dans le deugime sonegaux

4. état (b,a) : on a lu autant de lettres dans chacun des 2 mots, la&dertdttre du premier mot estalors
que la derriéere lettre du deurime esti, et hormis cette derare lettre le pefixe lu dans le premier mot et le
préfixe lu dans le deugime sonégaux (on a donc ainsiz > v)

5. état (#,¢) : on a lu une lettre de plus dans le premier mot, cette lettre egt donc le premier mot est
fini et hormis ce marqueur de fin, legfixe lu dans le premier mot (i.e. le mot entier!) et |éfpte lu dans le
deuxime sonégaux (ainsi le premier mot est uréfixe du deuxéme, et dona < v)

6. état (a, #) ou (b, #) : on a lu autant de lettres dans chacun des 2 mots, lagderigittre du premier mot est
a ou b alors que la dergrre lettre du deurime est#, donc le deuwdme mot est fini alors que le premier ne
I'est pas (ainsi le deugime mot est un @fixe du premier, et done > v).

Par construction, état O esetat initial et lesetats 0, 2 et 5 sor#tats terminaux. Les transitions seddiisent
immédiatemend partir de I'interpetation destats. Par exemple, detat 0, en lisant un on passe I'état 1
et de I'état 1 en lisant un on revienta I'état O, . ... Si une lecture se termine dan<$lkats 4 ou 6, le deug&me
mot est plus petit (dans I'ordre lexicographique) que le premier. Si engsst conforma I’hypothese (le
symbole# est marqueur de fin de mot), aucune lecture ne termine daatalissl ou 3.

4.

a) On peut commencer par un automate (non complet) des mots commencant et finissarf®@mpar alors
“naturellement” tats :

0.étate :rienn’estlu

la.état (a, a) : la premere lettre lue et la deréie lettre lue sont

2a.état (a,non a) : la premere lettre lue esi et la dernére lettre lue estouc

L’ état O esétat initial et I'etat 1a est terminal. Les transitions g&ldisent imraédiatement de la “valeur” des 3
états. Par exemple deetate en lisant uru on passe dansdtat(a, a) et de cettate il n’y a pas de transitions

2



FIG. 2 —Un automate qui réeponda 3.

avech ouc; de I'état(a, non a) en lisant uru on passe dansdtat(a, a) et en lisanb ou c on reste dans &tat
(a,non a).

Pour €pondrea I'énoné 5.a), il suffit de faire de @me pour les lettres et c. Ce qui donne un automate
déterministe ayant 7états.
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FIG. 3 —Un automate qui reponda 4.a)

b) On s'interesse aux 2 demmies lettres des mots, on va donc coasid toutes les possibiis (chacune
correspondard unétat) pour ces 2 deraies lettres :

0. étate : pour le mot vide

la.état a : pour le mota (idem aved etc)

2aa.état aa : pour les mots se terminant pas

2ab.état ab : pour les mots se terminant par

Soit en toutl + 3 + 9 états, Iétat O est initial ; les @tats2xy (avecx ety differents) songétats “gagnants”. Les
transitions se @duisent imradiatement, par exemple détat2ab en lisant un: on passe dansdtat2bc.
Remarque: 'automate ainsi construit n’est pas minimal.



