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1.
a) SupposonsL1 rationnel. On fixen et on consid̀ere le motz = 1p pourp un nombre premier tel que|p| ≥ n.
Quel que soit le d́ecoupage en trois motsu, v et w on a|u| + |w| = p − k et |v| = k. On consid̀ere alors la
longueur du motuviw : |uviw| = (p − k) + ki = p + k(i − 1). Pour la valeur dei = p + 1, on obtient le
motuvp+1w dont la longueur vautp(k + 1) qui n’est plus un nombre premier, donc plus dans le langage ; une
contradiction. On en d́eduit donc queL1 n’est pas rationnel.
b) Supposons queL2 rationnel. On fixen et on consid̀ere le motz = 0n10n+1 ∈ L2. Toute factorisation est de
la formeuv = 0n−k avecv = 0l pour l > 0 et w = 0k10n+1 pourk ≥ 0. Par application du lemme, le mot
0n−k−l0il0k1n+1 devraitêtre dans le langage. Pour ce faire, l’égalit́en−k− l+ il+k+1 = n+1 doit toujours
être v́erifiée. Or, pouri 6= 1 le motuviw n’est plus dans le langage ; une contradiction. On en déduit donc que
L2 n’est pas rationnel.
Autre preuve :SupposonsL2 rationnel. Alors, il existe un automate fini déterministeA àp états qui reconnaı̂t
L2. En particulier, le motz = 0p+110p+2 doit être reconnu parA. Puisque la longueur de ce mot dépasse le
nombre d’́etats de l’automate, il existe nécessairement uńetatq sur lequel on passe plus d’une fois pour le
préfixe 0p+1. On a donc un chemin de longueuri allant de l’́etat initial deA vers l’étatq, suivi d’un circuit
de longueurj ≥ 1 qui «boucle» sur l’étatq puis un chemin de longueurk tel quep + 1 = i + j + k suivi
d’un chemin de longueurp + 2 qui arrive dans uńetat terminal. Commez est reconnu, la lecture du mot où
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FIG. 1 – Parcours sur l’automateA pour le motz.

on a suppriḿe le circuit est́egalement acceptante. Il s’ensuit que le mot0i+j10p+2 est reconnu. Or, puisque
i + j < p, ce mot n’est pas dans le langage ; une contradiction. Le langageL2 n’est donc pas rationnel.
c) SupposonsL3 rationnel. On fixen et on consid̀ere le motz = akbncn avec0 < k < n. Alors, pour la
factorisationu = ε, v = ak etw = bncn, le motuviw devraitêtre dans le langage pour toute valeur dei. Ce qui
n’est pas le cas si on choisiti = 0. Il en est de m̂eme pour la factorisationu = ak−l, v = albm etw = bn−mcn,
puisque le facteur milieu itéŕe ne donne plus un mot du langage. Enfin, pour la factorisationoù u = ak, v = bm

et w = bn−mcn, par it́eration du facteur milieu, on obtient un excédent deb. Dans tous les cas on arriveà une
contradiction. On en d́eduit donc queL3 n’est pas rationnel.
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Autre preuve :SupposonsL3 rationnel. Soit alorsL = ab⋆c⋆, un langage rationnel. PuisqueL est rationnel et
L3 est suppośe rationnel,L ∩ L3 doit être rationnel par les propriét́es de cl̂oture. OrL ∩ L3 = abncn n’est
pas rationnel.On peutêtre tent́e de s’arr̂eter ici en se disant que la concaténation d’un langage rationnel et
d’un langage non rationnel n’est pas rationnelle. Ce raisonnement est faux. En effet, il suffit de prendre la
concat́enation de(a + b)⋆ avecanbn qui est rationnelle !On pourrait le montrer en utilisant le lemme ou un
raisonnement par automates. Dans les deux cas on obtient unecontradiction. On en d́eduit queL3 n’est pas
rationnel.

2.
a) Soit w ∈ L1. Alors w = uvx avecu = ε, v = aa et x le reste du motw. Dans ce cas,uv+x ∈ L1 donc
uv+x ∈ L. En ce qui concerneuv0x, le seul probl̀eme peut̂etre|x|a = 0, maisL2 aét́e pŕevu exactement pour
ce cas.
Le cas òu w est un mot deL2 estévident.
b) Etudions l’intersectionL∩aab⋆c⋆. SiL est rationnel, alors l’intersection l’est aussi. Il est facile de d́emontrer
que cette intersection ({aabjcj|j ≥ 0}) n’est pas rationnelle par le lemme de l’étoile.
c) Cet exercice nous permet d’apprécier le lemme de l’́etoileà sa juste valeur. En effet, ce n’est pas un outil de
preuve de rationnalité ; si un langage v́erifie les conditions, cela ne prouve rien du tout.

3.
a) SupposonsL1 rationnel. On fixen et on consid̀ere le motz = am pour m un carŕe tel quem ≥ n. Soit
k la longueur deu dans un d́ecoupage en trois motsu, v et w. On consid̀ere alors la longueur du motuviw :
|uviw| = m + k(i − 1). Ainsi, pour que le lemme de la pompe soit vérifié il faut que les nombresm − k, m,
m + k, m + 2k, ... soient tous des carrés, c.a.d. une suite arithmétique infinie compośee que de carrés. Ceci est
impossible, car la diff́erence de deux carrés sucćesives croit, alors que la différences dans la suite arithmétique
est constante. En effet, considérons les deux termes succéssives suivantes dans cette suite :m+k2 etm+k2+k.
Si le premier est un carré, il est le carŕe det =

√
m + k2 ≥ k, mais alors la diff́erence entre ce carré et le carŕe

suivant(t+1)2 est d’au moins2t ≥ 2k. Donc le lemme ne peut pasêtre v́erifié est ainsiL1 n’est pas rationnel.
b) Le plus simple est d’utiliser les propriét́es de cl̂oture. En effet, si on fait la substitutionf(a) = a, f(b) = a

etf(c) = ε alorsf(L2) = L1. Donc siL2 serait rationnel alorsL1 serait aussi, ce qui n’est pas le cas.
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