Une précision

= Constat : on mélange équations de droite et de
gauche (parfois nous enseignants ... aussi)

Pour I'éviter :

= Dans le terme : Z=ZA+B
= récursivité d gauche
= linéarité a droite

= Dans le terme : Y=AY+B
» récursivité a droite
* linéarité a gauche

Automate minimal

Un méta-automate. ..

Automate réduit & minimal

construction 1

Langage
rationnel

minimisation
séparation d'états

minimisation n‘]J .t r?imma;
résiduels gauches

construction 2

Théoréme : Tout langage rationnel est reconnu par un unique
automate déterministe minimal”.

* la minimalité porte sur le nombre d'états de I'automate

* un automate déterministe A est réduit si pour
tout couple d'états distincts pet gde A, pet ¢
ne sont pas équivalents

* un automate (déterministe) réduit A est
minimal s'il n'existe pas d'automate
reconnaissant le méme langage avec moins
d'états.

Langage associé a un état

Probléeme 1

= soit un AFD A= (£,R38.9,.F),
on appelle langage associé a ¢ de Q et on note
LA) le langage :
L(A)={weX &(¢gn) e F}
* L(A) est le langage reconnu par un automate
dont I'état initial serait g et qui aurait F comme
ensemble d'états finals.

L(A) = L, (A)

= Donnée : une expression rationnelle E

= Probleme : construire un AFD minimal qui
reconnaisse le langage décrit par E

= Tdée : /es quotients gauches ...




Quotients gauches Propriétés
»>obtenir les suffixes d'un mot ] . u v
= Pour deux mots u,v eZ*, s=LvicE X \

vlv={weX* | uw=v} v

Se———

* Pour deux langages XY c =*, u w

X1y= UXEX Uyeyxly
* On va utiliser le quotient d'un langage £ par un
mot v:
viL={weZ*|uwel}

cp el \_/
ala=¢ L

alb=Gpourazb

= (uv)L=vi(ull),vLcE*

= a1(X+Y) = alX+ alY

= g IX* = (a1X). X*

= a}(X.Y) = (a1X) .Y+(X{e}) a’lY

Fondement de la minimisation

Fondement de la minimisation

Théoréme : si L est un langage rationnel, alors
I'ensemble de ses quotients gauches
QL) = {uL|uex*} est fini.

Proposition : soit A = (£, @, 8, qo, F) un AFD
complet et dont tous les états sont accessibles,
ona:

Q(L) ={L(A).qe Q}

Le cardinal de I'ensemble des résiduels est borné
par celui du nombre d'états.

= Pour L= 3%, on définit A(L)= (Q(L), = .5.{L}.F(L)),
I'automate minimal de Lo

«F(L)={ulL | {e} € ull}

+3(Y,a) = alYpour Ye Q(L), acx

Q) = {L,(4) | 4@

Q) = {L,(4) | 4@

"QU) LA 9
Soit uez* et g=3(i,u).
= gexiste toujours (A complet et tous ses états sont
accessibles).

uwelowe uvllowe QL) < 8(uw)eF
Sd@gw)eFowe L(A)
Donc v'L ¢ L(A)

"{L(A) | 9eQ} = Q)
Soit ge Q et u e=* tels que 3(i,u) = q.
u € =* existe toujours (A complet et tous ses états
accessibles).

L(A) culL

Tout ce qui est reconnu en partant de ¢ correspond
aux suffixes de mots de L.




al(X+Y)= alX+ aly

: Q(Z*abz*) |osenx

al(X.Y)=(aX) .Y+(Xne) alY

Exemple

al(X+Y)= alX+ aly
alX*=(alXx). X*
al(X.Y)=(a1X) .Y+(Xne) aly

Exemple : Q(=*abxz*)

" alL = a!(Z*ab T*)

= (alz*) ab =*+ al(ab =*)

= (alz) =* ab =*+ (ala)b =*+ &

all =3* ab Z*+ b ¥* = L + b * (nouveau)

" b= bl (Z*ab =*)

= (b'1Z*) ab =*+ bl (ab =*)

= (b1x) =* ab =*+ (bla)b =*+ &

b-lIL = ¥* ab =* = L (pas nouveau)

"al(all)=al(L+bx*)=
zall+al(bz*)=L+bZ*+alb*+F=qall

al(alL) = alL (pas nouveau)
» bi(alL) = b'i(L + b =*) =
=bilL+bl(bZ*)=L+3*=3*

b(alL) = =* (nouveau)

» ali(b(alL)) = al(Z*) = =*
» bl(bl(alL)) = bl(z*) = =*

Q(Z*abz*) Probléme 2
mqll=L+bz* 5 a b * Donnée : A un AFD complet dont chaque état
sbll=Y*ab¥*=L est accessible depuis I'état initial
= aiail) = alL oLt L
= bi(all) = = all @il o ] Problémz; clons‘rruirT un AFD mirimal qui

EPRETSETRC nnaisse le méme langage que A.
" q 1(b 1(0 1L)) = * reco
bipiey=z T F , .y
= Idée : fusionner les états équivalents.
b a ab En pratique, l'algorithme est fondé sur un
_.@ o @ i @9 principe de séparation des états ...

équivalence d'états

8(pw) e Fetd(qw)eF
VYweZ* ou
d(pw) ¢ Fetd(qw) e F

Exemple

Etant donné A un AFD, p et q e sont équivalents
(p~q)si
" Ly(A) = Ly(A)
c.ad.
" VweX*

3(pw)e Fetd(gw)eF

ou
3(pw) g Fetd(gw)e F

0~1? Non car O¢F et 1eF
3~6? Oui car 3,6<F, §(3,a)=5(6,a) et 5(3,b)=5(6,b)
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8(pw) e Fetd(qw)eF
VYweZ* ou
d(pw) ¢ Fetd(qw) e F

8(pw) e Fetd(qw)eF
VYweZ* ou
d(pw) ¢ Fetd(qw) e F

4~6? Oui car 4,6<F, 5(4,a)=5(6,a) et 5(4,b)=5(6,b)
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1=6? Oui car 1,6€<F, 3(1,a) = 8(6,a) et 8(1,b) = 3(6,b)
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Exemple

8(pw) e Fetd(qw)eF
VYweZ* ou
d(pw) ¢ Fetd(qw) e F

Exemple

8(pw) e Fetd(qw)eF
VYweZ* ou
d(pw) ¢ Fetd(qw) e F

b
2~5? Oui car 2,5¢F, 5(2,a)=5(5,a) et 5(2,b)=5(5,b)

0~2? Oui car 0,2¢F, 5(0,a)=5(2,a) et 5(0,b)=5(2,b)
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Exemple

8(pw) e Fetd(qw)eF
VYweZ* ou
d(pw) ¢ Fetd(qw) e F

Classe d'équivalence et automate associé

0~1? Non car O¢F et leF

La relation = est une relation d'équivalence (elle
est réflexive, symétrique, transitive).

Si g est un état, on note [q] I'ensemble des états
qui lui sont équivalents et on définit I'automate des

classes d'équivalence :




Classe d'équivalence et automate associé

Justification

Etant donné un AFD A = (=, Q. 3, qo, F), 'automate

minimal associé a A est :
A= (Z, ', 8,[q0. F)
*Q'=1{[ql.qe &
« F'={[flfeF

e 8= { ([plo.lq]) telsque I p' e [pl. 3 q < [q]
(p'oq)ed}

=3 étapes:
% L'automate pA des classes d'équivalence de A est bien
défini, réduit et L(uA) = L(A).
% Pour tout AFD B tel que L(B) = L(A),
#états(B) » #états(uA)
% Tout automate minimal B tel que L(B) = L(A), est
isomorphe a A
Il existe une bijection ¢ entre les états de A et ceux de B
qui préserve
% les états spéciaux (initial et d'acceptation)
% les transitions : Vp,qeQy,, 84(p.a)=q < 85(d(p),a)=¢(q¥

UA est bien défini, réduit et L(uA )=L(A)

Pour tout AFD B tel que L(B8)=L(A),
#Hétats(B)2#états(uA)

=Soient p et q deux états de A, p~q :
p et q sont tous deux soit dans F soit dans Q\F.
Les états terminaux de pA sont bien définis.
*Si L,(A)=L,(A) alors VaeX, Ly 0(A) = LyqqA).
Les transitions de pA sont bien définies.
*Si w=w;..w, €Z*, et q, = 5(i,w;..w,) alors
[ g J= 3 ([ilw.wi). = L(A)=L(LA)
*pA est un automate réduit par construction

= On suppose tous les états de B accessibles et B
complet.

Soit B =<%, Qg .ip,Fp.05> tel que L(B)=L(A).
* Soit g: Qg >Q [l'application définie par
VqeQg ,JueZ* : §y(ig,u)=q.
9(q):=8,4((i1.1)
» Comme pA est réduit et L(uA)= L(A)=L(B), cette
application est bien définie et surjective
(donc # Qp 2 #Q)

Tout automate minimal B tel que L(B)=L(A), est
isomorphe a pyA

Sur les quotients gauches

* En ce cas, comme g surjective et
#Hétats(uA)=#Hétats(B)
g définit une bijection

pA et Bsont isomorphes

Reste a construire I'automate réduit

» L'automate Q(L) des quotients gauches défini
comme {L,(A):q € Q} = Q(L) est-il bien minimal?

= Supposons, par I'absurde qu'il ne le soit pas.
Alors il existe au moins p et q, deux états de
I'automate tels que L,(A)=L,(A), par définition de
Q).
= Si tel est le cas, par définition de I'équivalence, p % q.
» Il s'ensuit que p et q peuvent &tre fusionnés,

contredisant la minimalité de I'automate des
quotients gauches.




